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Contexto

Problema Inverso: hallar x en
Tx=y (P)

donde T: X — Y talque T € L(X,)),X, ) espacios de Hilbert; R(T) no
cerrado; y: dato.
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El problema (P) es “mal condicionado” J
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Contexto

Problema Inverso: hallar x en
Tx=y (P)
donde T: X — Y talque T € L(X,)),X, ) espacios de Hilbert; R(T) no

cerrado; y: dato.

El problema (P) es “mal condicionado” = TT no acotado = REGULARIZACIONJ
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Contexto

Método de Tikhonov-Phillips de orden cero (clasico): n;l)r}{” Tx — y|? + x|},
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Contexto

Método de Tikhonov-Phillips de orden cero (clasico): mlﬁr}{H Tx — y|I” + af|x|I*},
x€
Método de Tikhonov-Phillips generalizado:  min {[|Tx — y|° + aW(x)},
x€D(W)

@ bondad de ajuste;
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Contexto

Método de Tikhonov-Phillips de orden cero (cldsico): m|)r}{|| Tx — y|? + al|x|?},
x€
Método de Tikhonov-Phillips generalizado:  min {||Tx — y||* + aW(x)},
x€D(W)

@ bondad de ajuste;
@ introducir estabilidad;

@ incorporar informacién “a-priori” sobre la solucién;

[

balance entre bondad de ajuste y estabilidad.
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Enfoque estadistico

VARIABLES ALEATORIAS: Y =AX+ E }
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Enfoque estadistico

VARIABLES ALEATORIAS: Y =AX+E )

Soluciéon del Problema Inverso:
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD J
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Férmula de Bayes

Teorema

Sea X € R" una variable aleatoria con densidad a-priori wp(x). Sea yobs una
observacion de la variable aleatoria Y € R tal que 7(yobs) > 0. Entonces, la
distribucion de probabilidad a-posteriori de X, dado el dato y.ps €s

. 7T(yobs|x)7'rpl’ (X)

71-POST-”(X) = 7T(X|YObs) = X 71-(yobslx)wpl’(x)'

7T (y obs)
w
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Férmula de Bayes

Teorema

Sea X € R" una variable aleatoria con densidad a-priori wp(x). Sea yobs una
observacion de la variable aleatoria Y € R tal que 7(yobs) > 0. Entonces, la
distribucion de probabilidad a-posteriori de X, dado el dato y.ps €s

_ 7T(yobs|x)7'rpl’ (X)

7TPOST-”(X) = 7-‘-(X|yobs) = 7T(_)/obs) X 7"-(yobslx)wpl’(X)'

1) Elegir una m,, adecuada.
2) Hallar 7(yobs|x)-

3) Explorar mpost.
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Estimadores
Definicién

incégnita X € R", definimos:

Dada la densidad de probabilidad a-posteriori w(x|y) de la variable aleatoria
1) El estimador méximo a-posteriori como

Xuap = arg maxm(x|y)
xeR?
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Estimadores

Definicién

Dada la densidad de probabilidad a-posteriori m(x|y) de la variable aleatoria
incégnita X € R", definimos:

1) El estimador maximo a-posteriori como

Xuap = arg max w(x|y).
x€R"

2) El estimador media condicional como

xen = E(x|y) = / x7t(x|y)dx,

n

bajo el supuesto de que la integral exista.
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico

@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico

@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
o X ~N(0,T)
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico

@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
o X ~N(0,T)
e E~ N(0,521)
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico
@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
o X ~N(0,T)
o E~N(0,021,)
o m(x|y) o exp (—% |:H%(AX - y)H2 + ||Rx||2]> donde I '=RTR.
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico
@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
o X ~N(0,T)
o E~N(0,021,)
o m(x|y) < exp(—3 |:H%(AX - y)H2 + ||Rx||2]> donde I '=RTR.

xmMap = argmax 7(x]y)
x€ER"
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico
@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
o X ~N(0,T)
o E~N(0,021,)
o m(x|y) < exp(—3 |:H%(AX - y)H2 + ||Rx||2]> donde I '=RTR.

)

xmMap = argmax 7(x]y)
xERN

2
1 1
= argmax exp (—5 U‘;(AX—Y) + [|Rx|?

x€R"
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico
@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk
o X ~N(0,T)
o E~N(0,021,)
o m(x|y) < exp(—3 |:H%(AX - y)H2 + ||Rx||2]> donde I '=RTR.

)

xmMap = argmax 7(x]y)
x€ER"

111
= argmax exp (—5 U‘;(AX -y)

x€ERn
2
2
+ [|Rx]| )

2
2
+ [IRx|

1
= argmin (H—(Ax -y)
xER" g
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico

@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk

o X ~N(0,T)
o E~N(0,01,)

o m(x|y) < exp(—3 |:H%(AX - y)H2 + ||Rx||2]> donde I '=RTR.

XMAP

argmax m(x|y)
xER"?

111
argmax exp (—5 U‘;(AX -y)

x€ERn )
2
+ IIRX||2>

argmin (||Ax —y|*+a ||Rx||2) donde a = ¢?
xER"?

2
2
+ [IRx|

1
argmin (H—(Ax -y)
xER" g
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Relacién entre los enfoques cldsico y estadistico

@ Modelo: Y =AX +E, XeR"e Y, EcRK Ac Rk

o X ~N(0,T)
o E~N(0,01,)

o m(x|y) < exp(—3 |:H%(AX - y)H2 + ||Rx||2]> donde I '=RTR.

XMAP =

argmax m(x|y)
xER"?

111
argmax exp (—5 U‘;(AX -y)

x€ERn )
2
+ IIRX||2>

argmin (||AX —y|*+a ||Rx||2> donde a = ¢?
xER"?
XTIKG

2
2
+ [IRx|

1
argmin (H—(Ax -y)
xER" g
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Restauracién de imdagenes
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Restauracién de imdagenes

y=Tx (P)

g(s, t) =

1,1
/ / a(s, t,s', t")f(s',t')ds'dt’,
o Jo
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Restauracién de imdagenes

y = Tx (P) J

11
g(s, t):/ / a(s, t, s, t')f(s',t')ds'dt’,
o Jo

a estad dado por la Gaussiana bidimensional

a(s, t,s',t") = ! ex L(s=s i L=t i
B = 2nonoy P\ T2\ 2\ oy, ’
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Deteccidén de anomalias

(Kaipio, J. and Somersalo, E., Estimating anomalies from indirect observations,
Journal of Computational Physics, 181:398-406, 2002.)

X=U+V }
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Deteccién de anomalias

Deteccidén de anomalias

(Kaipio, J. and Somersalo, E., Estimating anomalies from indirect observations,
Journal of Computational Physics, 181:398-406, 2002.)

X=U+V }
PARTE REGULAR )
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Deteccién de anomalias
Deteccidén de anomalias

(Kaipio, J. and Somersalo, E., Estimating anomalies from indirect observations,
Journal of Computational Physics, 181:398-406, 2002.)
X=U+V

J

PARTE REGULAR

PARTE ANOMALA

)
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Deteccién de anomalias
Deteccidén de anomalias

(Kaipio, J. and Somersalo, E., Estimating anomalies from indirect observations,
Journal of Computational Physics, 181:398-406, 2002.)

X=U+V
PARTE REGULAR J PARTE ANOMALA )
OBJETIVO: ESTIMAR U y V |
o F
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Deteccidén de anomalias

X=U+V }
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Deteccidén de anomalias

X=U+V }

U ~ prior de suavidad
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Deteccidén de anomalias

X=U+V

U ~ prior de suavidad ~> U ~ my(u) x exp (—% ||Lu||2>
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Deteccidén de anomalias

X=U+V

U ~ prior de suavidad ™ U ~ m1(u) o exp (—% ||Lu||2>

V' ~ prior de impulso
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Deteccidén de anomalias

X=U+V

U ~ prior de suavidad ™ U ~ m1(u) o exp (—5 |Lu||2>

V' ~ prior de impulso ~> V' ~ m(v) o< my(v) exp (—v || v|l;)
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Deteccidén de anomalias

Y =AX +E
=AU+ AV +E,
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Deteccidén de anomalias

Y=AX+E
=AU+ AV + E, E ~N(0,021, =T.)
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Deteccidén de anomalias

Y=AX+E

=AU+ AV +E,

1

m(u,y, v)

E~N(0,021 =T¢)
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Deteccidén de anomalias

m(u,y,v) = m(u, y|v)m(v)
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Deteccidén de anomalias
Tr(”? y7 V) = Tr(”? y|V)7T2(V)
1
e (<37 — a0 2 | ) men (v
AT, AT AT 4T,

.
donde I = < Iy ruA > ;
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Deteccién de anomalias

Deteccidén de anomalias

m(u,y,v) = m(u, y|v)m(v)

1 _ u
wep (<5l A ) mmen (v
Densidad Condicional Densidad Condicional
m(ulv,y) m(vlu,y)
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Densidades Condicionales

(Kaipio, J. and Somersalo, E., Statistical and computational inverse problems,
volume 160 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 2005.)

ulvoy) scep (30— ) Tou—w))

ol — My rLAT 2 T T
Al, ATLAT +T. M21 T2 )7
o Uy = F12F;21(y — Av),

° F22 =TI - rlgr;;rgl es el complemento de Schur de Ip.
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Densidades Condicionales

1
w(v]u,y) < T (v)exp (—E(VTATRMAV —2vT (AT Ryyu+ AT Rypy)) — ||v||1)

— (V) exp (-%(VTBV - 2qu)) ,

@ Rj; denotan los bloques de la matriz r-t= R Rz ,
Ro1 R

e B= ATR22A,

0 g= ATR2T1U +ATRypy — 41,1 =11,...,1]", pues v, > 0 implica que
Ivly =1"v.
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Densidades Condicionales

7T(U|V7y) ~ N(u07F22)

w(v]u,y) = N(=, —)




Densidades Condicionales

71—(U|V7y) ~ N(u07F22)

w(v]u,y) = N(=, —)

Estimador Ucyy | Estimador Vey |
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Deteccién de anomalias

p: medida de probabilidad en R”, f € L(p(dx)).
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p: medida de probabilidad en R”, f € L(p(dx)).
| feouta)
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p: medida de probabilidad en R”, f € L!(u(dx)).
N
/ f(x)u(dx) ~ Z w;f(x) (Métodos de cuadratura)
n _j:].
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Deteccién de anomalias

w: medida de probabilidad en R”, f € L(u(dx)).

N
/ f(x)u(dx) =~ Z w;f(x;) (Métodos de cuadratura)
n j—l

X € R" una variable aleatoria con distribucién de probabilidad p
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p: medida de probabilidad en R”, f € L!(u(dx)).
N
/ f(x)u(dx) ~ Z w;f(x) (Métodos de cuadratura)
n _j:].

X € R" una variable aleatoria con distribucién de probabilidad

{x, %, ., xy} CR”

Karina Temperini (IMAL-UNL)

Métodos estadisticos

N



Deteccién de anomalias

w: medida de probabilidad en R”, f € L(u(dx)).

N
/ f(x)u(dx) =~ Z w;f(x;) (Métodos de cuadratura)
n j—l

X € R" una variable aleatoria con distribucién de probabilidad p

{X17X27"'7XN} CR" J
1
/ f(x)u(dx) = E[f(X)] = N Z f(x) (Métodos de Monte Carlo)
n j:l

Karina Temperini (IMAL-UNL) Métodos estadisticos 16 / 26



Deteccién de anomalias

w: medida de probabilidad en R”, f € L(u(dx)).

N
/ f(x)u(dx) =~ Z w;f(x;) (Métodos de cuadratura)
n j—l
X € R" una variable aleatoria con distribucién de probabilidad p

{X17X27"'7XN} CR" J

/n f(x)u(dx) = E[f(X)] = % Z f(x) (Métodos de Monte Carlo)

Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Un mapeo P : R" x B — [0, 1] se llama niicleo de probabilidad de transicion si
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Un mapeo P : R" x B — [0, 1] se llama niicleo de probabilidad de transicién si

@ para cada B € B, el mapeo R” — [0,1],x — P(x, B) es una funcién
medible;
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Un mapeo P : R" x B — [0, 1] se llama niicleo de probabilidad de transicién si

@ para cada B € B, el mapeo R” — [0,1],x — P(x, B) es una funcién
medible;

@ para cada x € R”, el mapeo B — [0,1], B — P(x, B) es una distribucién de
probabilidad.
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Un mapeo P : R" x B — [0, 1] se llama niicleo de probabilidad de transicién si

@ para cada B € B, el mapeo R” — [0,1],x — P(x, B) es una funcién
medible;

@ para cada x € R”, el mapeo B — [0,1], B — P(x, B) es una distribucién de
probabilidad.

Una cadena de Markov de tiempo homogéneo con nicleo de transiciéon P es un
proceso estocdstico {X;}7;, X; € R”, que satisface

M)<,-+1(Bj+1|xla X)) = MXJH(BJH|XJ) = P(x, B;.1).
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Deteccién de anomalias

Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Proposicién: Sea 1 una medida de probabilidad en R" y {X;} una cadena de

Markov de tiempo homogéneo con nicleo P. Supongamos ademds que P es
irreducible y aperiédico
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Deteccién de anomalias

Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Proposicién: Sea 1 una medida de probabilidad en R" y {X;} una cadena de
Markov de tiempo homogéneo con nicleo P. Supongamos ademds que P es
irreducible y aperiédico y p es una medida invariante del nicleo P

es decir uP(B) = g P(x, B)u(dx) = u(B)
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Proposicién: Sea 1 una medida de probabilidad en R" y {X;} una cadena de
Markov de tiempo homogéneo con nicleo P. Supongamos ademds que P es
irreducible y aperiédico y . es una medida invariante del nicleo P. Entonces para
todo x € R”,

lim PM(x,B) = u(B) paratodo B e B.

N—oco
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Proposicién: Sea 1 una medida de probabilidad en R" y {X;} una cadena de
Markov de tiempo homogéneo con nicleo P. Supongamos ademds que P es
irreducible y aperiédico y . es una medida invariante del nicleo P. Entonces para
todo x € R”,

lim PM(x,B) = u(B) paratodo B e B.

N—oco

i Como explorar una distribucién de probabilidad © dada?
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Proposicién: Sea 1 una medida de probabilidad en R" y {X;} una cadena de
Markov de tiempo homogéneo con nicleo P. Supongamos ademds que P es
irreducible y aperiédico y . es una medida invariante del nicleo P. Entonces para
todo x € R”,

lim PM(x,B) = u(B) paratodo B e B.

N—oco

i Como explorar una distribucién de probabilidad © dada?

Construir P irreducible, aperiddico tal que i sea invariante para P, para obtener
{ X1y Xay ooy Xu }-
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Métodos de Monte Carlo con cadenas de Markov

Proposicién: Sea 1 una medida de probabilidad en R" y {X;} una cadena de
Markov de tiempo homogéneo con nicleo P. Supongamos ademds que P es
irreducible y aperiédico y . es una medida invariante del nicleo P. Entonces para
todo x € R”,

lim PM(x,B) = u(B) paratodo B e B.

N—oco

i Como explorar una distribucién de probabilidad © dada?

Construir P irreducible, aperiddico tal que i sea invariante para P, para obtener

{ X1y Xay ooy Xu }-

Metropolis-Hastings (Metropolis,

N. et a, 1953; Hastings, W. K., Muestreador de Gibbs (Geman,
1970) D. and Geman, S., 1984)
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Muestreador de Gibbs

Algoritmo de muestreo:
Inicializar (u, v) = (1, )
setear k =0
Hasta llegar al tamafio de muestra deseada:
(u,v) = (u, vk)

muestrear u**1 de 7(u|v,y)

parap=1:n®
muestrear viTt > 0 de m(vp|u,v_p,y)
end
k« k+1
end
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Deteccién de anomalias

Resultados numéricos
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Resultados numéricos: periodo de ablande

0.15

I I I I I
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Resultados numéricos: periodo de ablande

0.7

o.er""‘ ]
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Resultados numéricos: periodo de ablande

L L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Pixel anémalo Uy, Vey
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Deteccién de anomalias

Resultados numéricos (X = U)
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jGracias por su atencion!
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